O Numero de Graham e o Infinito

Vamos imaginar um numero muito grande.

Por exemplo, o fatorial de CEM MIL.

O fatorial de um ntimero n corresponde ao produto entre si de todos os
numeros anteriores até n, e ¢ representado com um pontinho de exclamacao,
assim:

n!l=1x2x3x...xn

0 que leva a um crescimento muito rapido. Por exemplo, o fatorial de
10 ¢ igual a 3.628.800 (nimero que esta na casa dos milhdes), e o de 20 ja
nos leva a casa dos quintilhdes: 2.432.902.008.176.640.000.

Tendo isso em vista ndao se pode esperar que o fatorial de CEM MIL seja
um numero qualquer. Uma representagdo aproximada desse niimero é:

100.000!= 2,824 x1 (*+365x10°

sendo necessario — nao s6 por motivo de espaco mas também de bom
senso — representd-lo desta maneira, pois esse nlimero possui 456.574 alga-
rismos e encheria mais de cem paginas! E, sem duvida um niimero imenso,
mas nao finito. Vamos comegar, no entanto, a falar do Infinito.

No século XIX George Cantor (1845-1918) introduziu o Infinito na
Matematica.

Isso, claro, ndo ¢ exato: o que Cantor fez foi dar um tratamento rigoro-
so a idéia matematica de Infinito com a descricdo dos nlimeros transfinitos,

ou seja, os cardinais' de um conjunto infinito. Como exemplo, temos o X

(Alef Zero), o primeiro transfinito, a cardinalidade do conjunto dos nimeros
naturais.

O entendimento que havia acerca do Infinito, desde a antigiiidade e até
entdo, ndo ia além de umas nog¢des bastante vagas, e o conceito parecia tao
incomodo que a descoberta dos nimeros irracionais (aqueles que possuem

" A cardinalidade de um conjunto expressa o numero de elementos desse conjunto. No
caso de conjuntos infinitos, a cardinalidade ¢ infinita.



uma quantidade infinita de casas decimais, como as raizes ndo exatas, p. ex.,
a raiz quadrada de 2, ou o nimero 7 [Pi]) causou horror aos pitagoricos. Filo-
sofos como Pitagoras, Parménides e Platdo tinham consciéncia de sua exis-
téncia, porém o Infinito era visto por eles como algo inacessivel ao entendi-
mento, portanto, inabordavel do ponto de vista da razdo.

As multiplas abordagens do Infinito constituem um tema vastissimo ao
qual ndo me aventuro, e mesmo se pretendesse ater-me apenas ao Infinito na
Matematica, eu, que nao sou matematico e estudo o assunto apenas como
curioso, ver-me-ia na necessidade de proceder a extensas pesquisas. Meu
proposito com este breve ensaio ¢ apenas chamar a atencao para uma particu-
laridade do tema, qual seja, a idéia que somos capazes de fazer acerca dos
numeros muito grandes e, por extensao, acerca do conceito de Infinito. Ve-
remos, no decorrer da leitura, a resposta.

Para nos atermos apenas a essa particularidade, podemos comecar di-
zendo que a no¢do mais elementar que nos ocorre do Infinito, de forma intui-
tiva embora vaga, ¢ a partir da seqiiéncia dos nimeros naturais:

1,2,3,4,5..

Sabemos que nesta seqiiéncia numérica sempre € possivel adicionar
uma unidade ao ultimo niimero da lista, de forma que os nimeros tendem a
crescer indefinidamente e nunca teremos de fato um u/timo numero:

.6, 7,8,9... 1000... 1000!... 10.000!... 100.000!... ... oo o cot et i s e e e

Entdo se representa o Infinito por esse simbolo no fim da linha, o que
nos surge aqui como um contra-senso, porque graficamente o fim da linha da

lugar ao sem-fim: pois co ndo ¢ um niimero, mas apenas o simbolo do sem-

fim!

Uma outra forma simples de exemplificar o Infinito numérico € através
do conjunto dos niimeros inteiros. Observe que a seqiiéncia dos nlimeros na-
turais possui um comego, que ¢ o numero 1. A seqiiéncia dos nimeros intei-
ros, porém, que pode ser representada pela conhecida “reta numerada”, ndo
possui nem comego nem fim, sendo o zero o meio da seqiiéncia:

— 0. -5 -4 -3 -2 -1 01 2 3 4 5.

O leitor, no entanto podera perguntar se podemos falar em meio, ou
metade, de algo infinito, e esta pergunta ¢ legitima, se tivermos em conta que
certas operagdes envolvendo o Infinito simplesmente ndo sao definidas, como



por exemplo:

Tabela [
00—o00 =7
o0 +o00 =7

1> =7

Oxoco =7

Uma caracteristica interessante dos conjuntos Infinitos ¢ que uma parte
pode ser igual ao todo. Assim, dado o conjunto dos nimeros naturais, pode-
mos criar a seguinte tabela:

Tabela 11
1 2
2 4
3 6
4 8
5 10

Observe que os elementos da segunda coluna correspondem biunivo-
camente aos da primeira (sendo esta a seqiiéncia dos niumeros naturais). Dir-
se-ia que o conjunto dos elementos da segunda coluna corresponde & metade
do conjunto dos elementos da primeira, contudo possui 0 mesmo nimero de
elementos.

Tabela similar pode ser construida fazendo uma correspondéncia biuni-
voca entre os naturais e os inteiros:

Tabela 111
1 1
2 -1
3 2
4 -2
5 3
6 -3

Isso nos mostra que o conjunto dos inteiros ¢ enumeravel, ou seja, seus
elementos podem ser contados, mesmo sendo infinitos, e que embora seja



infinito em ambas as diregdes ele possui 0 mesmo nimero de elementos dos
naturais, que so ¢ infinito a direita; e ainda, que possui 0 mesmo nimero de
elementos do conjunto dos dobros mostrado na tabela II!

Em vista disto, ¢ legitimo considerar que o zero ocupa o centro da reta
numerada, ou seja, o centro de uma seqiliéncia de nimeros que se estende
infinitamente em ambas as dire¢des.

Ao sistematizar o Infinito, George Cantor descobriu que héa conjuntos
infinitos maiores que outros também infinitos, o que pode parecer absurdo
mas que ¢ matematicamente exato, € embora eu ndo va entrar por esse cami-
nho vale a pena dar uma olhada nele, ainda que apenas en passant: ja referi-
mos a cardinalidade do conjunto dos numeros naturais, que ¢ (segundo Can-

tor) o menor dos infinitos, Ny (Alef Zero). Esta ¢ a cardinalidade dos conjun-

tos enumeraveis: os naturais, os inteiros e os racionais sao todos conjuntos
enumeraveis, pois os seus elementos podem ser postos, entre si, em corres-
pondéncia biunivoca. O conjunto dos nimeros reais, porém, nao pode ser
posto em correspondéncia biunivoca com o conjunto dos numeros naturais,
como Cantor demonstrou através de um método que se tornou conhecido
como “o corte diagonal de Cantor”, tratando-se portanto de um conjunto que
possui uma cardinalidade infinita maior que os enumeraveis.

Isso esclarece a indefinibilidade das operagdes mostradas na tabela I. P.

ex., ao tentar-se resolver a expressdo oo — 0o, depara-se com a questdo da
cardinalidade de ambos os infinitos envolvidos na operagao.

Passemos agora ao tema principal deste ensaio, o qual pode ser apre-
sentado através da formulagdo de uma pergunta aparentemente simples: quao
grande € o Infinito? Que idéia vocé, leitor, faz do Infinito? Vocé tem uma
resposta pronta para essa questao?

Para tornar as coisas mais simples, vou fazer uma outra pergunta: vocé
¢ capaz de imaginar um nimero muito grande, tdo grande que permita uma
idéia, ainda que palida, do Infinito? (Mas quando em falo em “imaginar um
nimero muito grande” eu me refiro a ter uma idéia suficientemente clara des-
se numero, € nao uma idéia vaga. Comecei este ensaio apresentando-lhe o
imenso CEM MIL FATORIAL, mas seria o leitor capaz de ter uma nocao pelo
menos aproximada da grandeza desse nimero?)

Enquanto vocé se poe a dar tratos a bola, vamos falar de alguns niime-
ros grandes.

Um nuimero bastante grande ¢ aquele a que se refere a lenda do jogo de
xadrez. Um certo rei, entediado, prometeu um prémio a quem inventasse um
divertimento que o alegrasse, mas que deveria lembrar os furores de uma



batalha. Um de seus suditos, o velho Sissa, algum tempo depois apresentou
ao rei um jogo que acabara de inventar: o jogo de xadrez. O rei, fascinado
pelo jogo, disse-lhe que escolhesse o prémio que quisesse. Sissa entdo pediu
um grao de trigo para o primeiro quadrado do tabuleiro, dois graos para o
segundo, quatro para o terceiro, oito para o quarto e assim até o 64° quadrado.
Aparentemente era um pedido muito modesto, tanto que o rei se surpreendeu
com a pouca ambicdo de seu sudito, mas se trata de um ntimero tao grande de
graos de trigo que ndo havia — e ndo ha — no mundo tamanha quantidade:

201 = 18.446.744.073.709.551.615 grios (maior que o fatorial de 20,
que vimos no inicio)!

Os cientistas costumam lidar com nimeros imensos, € um deles é o
nimero de Avogadro: a quantidade de &tomos em 1 mol de qualquer elemen-
to quimico:

6,022137 x 10* = 602.213.700.000.000.000.000.000 atomos!

Um outro nimero que chama a atengao ¢ a “distancia de Planck”, uma
constante da Fisica que representa uma fragao infinitesimal do centimetro.
Neste caso, o nimero grande encontra-se no denominador da fragao:

107 = I _ ! cm.
1.000.000.000.000.000.000.000.000.000.000.000

- 1033

O chamado “tempo de Planck”, outra constante da Fisica que represen-
ta uma fracdo infinitesimal do segundo, possui também um nimero imenso
no denominador:

107* = 143 = ! segundo.
10 10.000.000.000.000.000.000.000.000.000.000.000.000.000.000

O Googol ¢ um outro numero enorme, ¢ foi criado pelo matematico
Edward Kasner em 1938. O nome foi escolhido pelo menino Milton, de oito
anos, sobrinho de Kasner. Esse nimero representa a centésima poténcia de
10, ou seja, 1 seguido de cem zeros:

10 =10.000.000.000.000.000.000.000.000.000.000.000.000.000.000.000.000.000.000.000.000.000.000.000.000.000.000.000.000.000.000.000.000.000



Um numero de tal dimensao nao possui utilidade pratica, a ndo ser no
campo abstrato da Matematica. Mesmo na ciéncia ha raros exemplos de nu-
meros com tal dimensdo. Por exemplo, o nimero de particulas no Universo
observavel é aproximadamente 10* particulas, um valor inferior a um goo-
gol!

O namero 9,474 x10"™! ¢ um exemplo dos raros niimeros muito grandes

com aplicagdo pratica na ciéncia: trata-se do nimero aproximado de volumes
de Planck existentes no Universo, ¢ ¢ bem maior que um googol.”

Isto nos leva a pensar na estonteante grandeza do Googolplex, que €
dez elevado a poténcia googol, ou seja, 108°°¢°";

1 010100

O Googolplex, muitissimas vezes maior que o fatorial de CEM MIL, pos-
sui uma tal quantidade de zeros que ndo seria possivel escrever todos eles,
mesmo que anotassemos alguns milhares de zeros em cada particula existente
no Universo! Seria o leitor capaz de imaginar nimeros ainda mais extensos
de maneira que pudesse ter uma nocao suficiente da grandeza do Infinito?

Essa questdo aparentemente ingénua mostra o quanto somos limitados
em nosso conhecimento da realidade: nogdes que fogem aquelas a que esta-
mos habituadas no cotidiano ndo sdo compreendidas. Nao somos capazes de
perceber fracdes muito pequenas (ou periodos muito grandes) de tempo, as-
sim como nos foge a compreensao fragdes minimas de comprimento ou ex-
tensdes muito vastas.

Da mesma forma a infinitude dos niimeros €, para nos, apesar de Can-
tor, uma no¢ao bastante vaga — e € neste ponto que apresento ao leitor o
Numero de Graham — um nimero t3o extenso, tdo fabulosamente grande
que o Googolplex, se comparado a ele, equivale a um centavo comparado a
todo o dinheiro que h4 no mundo, e ¢ ainda muito — muito — menor!

O ntimero de Graham — G — foi descoberto pelo matematico Ronald
Graham, na década de 70, ao solucionar um determinado problema de mate-
matica abstrata. Na edicdo de 1980 do Guinness Book o assim chamado Nu-
mero de Graham figurou como o maior niamero utilizado numa prova mate-
matica até entdo.

Consta que nlimeros maiores que G surgiram mais tarde, em outra pro-
vas matematicas, mas o numero de Graham tornou-se emblematico por ser o
primeiro: € tdo grande que ndo € possivel representa-lo nem mesmo através

% 0 volume de Planck é o cubo da extensdo de Planck, que ¢ 1,616x10 > mm, e equi-
vale 2 4,221x10 ”° mm’.



de torres de poténcias como os nimeros (imensos) abaixo:

Googolplex =10"""

Googolplexian = 101010100

01000

Némeros de Skews =0 1° é aprox. 10" e 02°, 10"

101010100

Googolplexianth =1

Para representar G ¢ preciso recorrer a chamada Nota¢ao de Knuth,
em que se usam setas apontando para cima para indicar potenciagao.
Uma representagdo de G é como se segue:

()3 T3

O calculo de G inicia-se na camada inferior, g;, onde encontramos o al-
garismo 3 seguido de quatro setas apontando para cima e outro 3.

Antes de continuarmos falando sobre G, vamos dar olhada em como
funciona esta notagao:

31 3 significa 3° =3x3x3=27;

31 3 significa *3=3" =3 =7.625.597.484.987 ;
Observe-se que neste caso a indicagdo de poténcia fica a esquerda da
base e, a seguir, no desenvolvimento da potenciagao (indices a direita da ba-

J

se) procede-se “de cima para baixo”, de forma que temos 3° = SR
ndo 3% = (33 )3 =27 =19.683 . A conseqiiéncia é que o simples acréscimo de

uma seta ja levou a um nimero bastante grande:

3T 3=3M™3M™M3=31T31T..13= 31T37T..13

31313 copias de 3 7.625.597.484.987 copias de 3

— e entdo comegamos a perceber que 0s nimeros crescem muito rapi-
damente.



O calculo desta primeira camada (g;) indicara o nimero de setas entre
os algarismos 3 da segunda camada (g;); o nimero resultante de g, indicara o
numero de setas na terceira camada, e assim por diante até a 64* camada,
que resultard, por fim, no nimero de Graham.

Note que em g; ha apenas quatro setas, cujo calculo ja conduz a um
nimero inimaginavelmente grande:

3t 3=31" (3 ™ 3) =371 7.625.597.484.987=

"3 A . . " s . "
7 625.507 484987 3 _ 33 }7.625.597.484.987 poténcias de 3 desenvolvidas "de cima para baixo

em que o nimero de 3s na expressao a direita ¢:

3MM3=3MT(3M113)=311 (3 MEM. (M 3))) (i)

Enfatizando: o nimero dado acima ¢ o numero de 3s a direita de (i), e

niio o resultado da expressdo 3 TTT1 3. Alias, somente a iteragdo entre os
parénteses centrais na expressao a direita de (i) € igual a

3™ 3=33=3" =3Y =7.625.597.484.987 .

O resultado de (i) define o nimero de setas que deverdo aparecer em g,
e € tdo extenso que, mesmo que se escrevéssemos milhares de algarismos em
cada volume de Planck existente no universo observavel, nao haveria espago
suficiente para expressa-lo. Imaginemos agora o resultado do célculo de g,
com esse fabuloso niimero de setas, e o proprio G com o nimero de setas
aumentando extraordinariamente a cada camada, até ge4!!

Pelo que foi dito até agora, talvez o leitor tenha (ou mais certamente
nao tenha) uma idéia da real dimensao do niumero de Graham: G ¢ tao exten-
so que, embora tenha sido possivel calcular seu Gltimo algarismo, que € 7,
ninguém sabe qual ¢ seu primeiro algarismo, nem quantos algarismos tem, e
o proprio Ronald Graham em depoimento afirma conhecer pouco a respeito
dele.

E, no entanto, G ndo estd mais proximo do Infinito do que o niimero 1.
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